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Normal aritmetikte
olmadigindan unutmus
olabilirsiniz:

' +zz = (' +z)(a' +2)
Boole cebrinde toplamin

dagilma kuralidir.

1 KARNAUGH HARITALARI

1 Karnaugh Haritalar:

Bir 6nceki ders notunda carpimlarin toplami veya toplamlarin ¢arpimi formundaki
Boole fonksiyonlarimin dijital devre olarak nasil gerceklestirilebilecegini gérmiistiik.
Mesela,

F(x,y,2) =zyz+ 2 +xy'2

fonksiyonu, DEGIL kapilar1 diginda iki girigli mantik kapilarindan toplam 6 tane
kullanmilarak bir 6nceki boltimde anlatildigr gibi gerceklestirilebilir. Fakat, yine onceki
boliimden gérmiig oldugumuz iizere, Boole fonksiyonlar: sadelestirilerek kendisinden
daha basit bir forma indirgenebilir. Ornegin, yukaridaki fonksiyon asagidaki gibi
sadelestirilebilir:

F(x,y,2) =zyz+ 2 +xy'2
=z’ +zz(y +y)
=1 +uaz
= (' 4+ x)(a" + 2)

=1 4z

Eger fonksiyonun sadelestirilmis halini devre olarak kurarsak, devrenin caligmasi
orijinal fonksiyon i¢in kurulan devrenin ¢aligmasiyla birebir ayni olacaktir. Fakat,
fonksiyonun sadelestirilmis halini kurmak icin tek bir DEGIL kapist ile tek bir VEYA
kapist yeterli olacaktir. Gormiig oldugunuz iizere, fonksiyonlarin sadelesmis hallerini
kurmak daha kolaydir.

7

Dijital devre tasariminda goéz 6niinde bulundurulmas: gereken en 6nemli hu-
suslar maliyet ve gii¢ tiikketimidir. Ne kadar fazla mantik kapisi kullanirsaniz
maliyet ve gii¢ tiikketiminiz o derece artacaktir. Bu nedenle, elde etmis oldu-
gumuz Boole fonksiyonlarini kurarken miihendisler olarak bizlerin mutlaka o
fonksiyonun en sade halini gergeklestirmemiz gerekir.

\. J

Fakat, fonksiyonlar1 yukaridaki gibi Boole kurallarini kullanarak sadelegtirmenin aga-
gidaki gibi dezavantajlari vardir:

e Sadece az degiskenli fonksiyonlar icin pratiktir. Degisken sayis1 arttikca kar-
magik ifadelerin sadelegtirmeleri i¢in ¢ok sayida ara iglem yapmak gerekir.

e Kiginin yaraticiligina baghdir.

e Hata yapmaya aciktir.
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e Fonksiyonun en sade halinin elde edilip edilmedigini belirlemek kolay degildir;
gozden kacgan sadelegtirmeler olabilir.

e Sadelegtirme igleminin belirli bir metodolojisi yoktur. Giintimiizde, miithendis-
lerin kullandigi CAD programlarinin sadelegtirme iglemi yapabilmesi i¢in sade-
lestirmenin programlamaya uygun bir metodolojisinin olmasi gerekir.

Iste bu dezavantajlari giderebilmek adina, Boole fonksiyonlarini sadelestirmek icin
Karnaugh haritalar1 (ya da K-haritalari) adi verilen bir yontem geligtirilmis-
tir. Karnaugh haritalari, carpimlarin toplami veya toplamlarin ¢arpimi formlarim
sadelestirmek icin iki farkl sekilde kullanilir.

1.1 Carpimlarin Toplami Sadelestirmesi

Carpimlarin toplami formunda verilmig bir fonksiyonu, programlamaya da uygun
belli bir metodoloji ile sadelegtirmek i¢in yapilmasi gereken ilk sey o fonksiyonu
kanonik formda ifade etmektir. Hatirlayacaginiz tizere, kanonik form birden fazla
sekilde ifade edilebilecek bir Boole fonksiyonunu standart bir formda ifade etmemizi
sagliyordu. Bu nedenle, sadelegtirme isleminin standartlastirilmasinda fonksiyonlarin
ifade edilig seklini standartlagtiran kanonik formun kullanilmasi gayet yerinde bir
tercihtir.

Hatirlayacaginiz tizere, ¢arpimlarin toplami tirtindeki kanonik form miniterimleri
toplami olarak adlandirilmaktaydi. Buna gore, miniterimlerin toplami formunda ve-
rilmig asagidaki Boole fonksiyonunu ele alalim:

F(r,y,2) = vyz + xy?’ +ay'2 + ay'z (1)

Bu formda verilmig fonksiyonlari sadelestirmenin en bariz yolu ortak degiskenlere
sahip terimlere dagilma kuralin1 uygulayarak terimleri asagidaki gibi paranteze al-
maktir:

F(x,y,2) =2y(z + 2") + 2y (' + 2)

Gortldiign tizere parantez igerisindeki ifadeler z + 2z’ = 1 oldugundan elimizde asa-
gidaki ifade kalacaktir:

F(z,y,2) = zy + zy

Bu iki terim de ortak degiskenlere sahip oldugu igin tekrar paranteze alma iglemi
uygularsak agagidaki sonucu elde ederiz:

F(x,y,z) =z(y+y) ==

3
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Gordiigliniiz lizere sadece parantez igerisine alma iglemi yaparak fonksiyonu sadece
tek degiskenli bir hale sadelestirdik. Dolayisiyla, yukaridaki gibi tekrar tekrar pa-
ranteze alma iglemi ile sadelestirme yapmak tam istedigimiz gibi bir sadelestirme
metodudur.

*okok

Simdi yine kanonik formda verilmis asagidaki G fonksiyonunu sadelegtirmeye ¢aliga-
lim:

G(x,y,2) = zyz +ay'2' + 2y + 2y 2 (2)

Bunun i¢in yine ortak terimleri kullanarak paranteze alma iglemi yapalim:

Glz,y,2) = z(yz +y'2") + 2'(y2' + y'2)

Goritildiigii izere bu paranteze alma islemi bize herhangi bir sadelestirme saglamad.
Eldeki bu terimleri sadelestirmemiz de pek miimkiin goziikmiiyor.

Kk

Peki nasil oldu da ilk 6rnekte art arda sadelestirme yapabilirken ikinci 6rnekte her-
hangi bir sadelestirme yapamadik? Sizin de rahatlikla fark edebileceginiz tizere, ilk
ornekte terimler paranteze alinirken paranteze alinan iki terim arasinda sadece tek
bir degisken farklilik gostermekteydi. Ikinci érnekteyse, paranteze alinan terimlerde
iki degisken birden farklilik gostermekte. Yani, xyz ve xyz’ gibi tek bir degigkeni
farklilk gosteren terimler xyz + zyz’ = xy(z + 2') = xy seklinde rahathkla sade-
legtirilebilirken, xyz ve xy'z’ 6érnegindeki gibi iki degigkenin farkli oldugu terimleri
z(yz + y'2’) seklinde paranteze almamiz bize herhangi bir sadelegtirme saglamiyor.

Dolayisiyla, miniterimlerin toplami formunda verilmig olan fonksiyonlar: sadelestire-
bilmek i¢in yapmamiz gereken sadece tek bir degiskeni farklilik gosteren iki terimi
secerek bunlar1 parantez icerisine almaktir. Iste Karnaugh haritalarmin calisma pren-
sibi de budur. Karnaugh haritalar: sadece tek bir degiskeni farklilik gosteren terimleri
yan yana veya st liste gostermemizi saglayarak bu sec¢im isini kolaylastiran tablo-
lardir. Ornek olarak asagidaki iic degiskenli Karnaugh haritasini inceleyelim:

ylzl y’z Yz yz’
Mo | ™My | M3 | o

my | M5 | My | Mg

Bu Karnaugh haritasinda satirlar  degiskeninin degerini belirlerken siitunlar y ve
z degigkenlerinin degerini belirler. Bu x,y, 2 kombinasyonlarina gore tablonun her

bir hiicresi bir miniterime (z'y'z" = mg, zy'2" = my vb.) karsilik gelir. Bu tabloda

4
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iist tiste gelen hiicrelerde sadece x degiskeni farklilik gosterecektir. Mesela, ms =
x'yz ve my; = xyz terimleri tst tstedir ve bu terimlerde sadece x degiskeni farklilhik
gostermektedir. Dolayisiyla, bunlari paranteze aldigimizda ms+my; = yz(2'+x) = yz
seklinde bir sadelegtirme elde ederiz (farklilik gosteren degisken elimine edilir).

Yan yana olan terimlerde de benzer sekilde tek bir degiskenin farklilik géstermesi
i¢in, stitun etiketleri yan yana siitunlarda sadece tek bir degisken farkli olacak sekilde
secilmelidir. Yukaridaki Karnaugh tablosunda stitun etiketleri bu sekilde se¢ilmistir.
Mesela, en soldaki siitunun etiketi 3’2" iken hemen sagindaki y'z segilmistir (sadece
z degiskeni farkhidir). Bu sayede my4 ve m; gibi yan yana olan iki terimi sectigimizde
bunlar zy'z' + xy'z = xy/(2' + z) = xy’ seklinde sadelegecektir (yine farklilik gosteren
degisken elimine edilir). Bu durum yan yana tiim siitunlar i¢in gegerlidir (kontrol

edin).

Karnaugh haritalarinda en soldaki ve en sagdaki siitunlar ile en tistteki ve en alttaki
satirlar birbirleriyle alakasiz gibi goriinse de aslinda bu satir ve siitunlar da yan yana
veya Ust iisteymis gibi sadece tek bir degisken icin farklilik gosterirler. Mesela, yine
yukaridaki tabloda en soldaki 12’ etiketi ile en sagdaki yz’ etiketinde sadece tek bir
degisken farklhilik gostermektedir (y degiskeni). Dolayisiyla, myg ile mq ve my ile mg
terimleri de Karnaugh haritasimda yan yanaymis gibi degerlendirilir. Ornegin, mg =
x'y' 2" ve my = x'yz" hiicreleri tabloda yan yana yazilmasa da bunlar tek bir degisken
i¢in (y degigkeni) farkhilik gostermekte ve bu nedenle 'y’ 2/ +a'yz’ = o'z (y+y') = 2’2
seklinde sadelegtirilebilmektedirler (yine farklilik gosteren degisken elimine edilir).

En iistteki ve en alttaki satirlar arasinda da benzer bir iligki vardir fakat bunu gos-
terebilmek icin dort veya daha fazla degigskenli Karnaugh haritalar1 olugsturmamiz
gerekeceginden bunu ileride gosterecegiz. Simdi Esitlik [I] ve Esitlik [2] i¢in yukarida
Boole kurallar: ile sadelestirdigimiz ifadeleri yukaridaki Karnaugh haritasimi kulla-
narak sadelestirelim:

Esitlik [1) igin Karnaugh haritas: olugturmak istedigimizde F'(z,vy, z) = zyz + xyz’ +

xy'2" 4+ xy'z oldugundan tabloda bu terimlere kargilik gelen yerlere 1 yazariz:

/

Yy Yz oyz oy

/

rz | 1 1 1 1

Tabloda bu terimlerin oldugu yere 1 yazmamizin nedeni tamamen miniterimlerin
ozelligiyle alakali. Hatirlayacaginiz iizere herhangi bir giris kombinasyonu igin sa-
dece tek bir miniterim 1 olmaktaydi ve biz bu 6zelligi kullanarak fonksiyonlarin 1
oldugu degere karsilik gelen miniterimlerin VEYA’sin1 alarak o fonksiyonu ifade ede-
biliyorduk. Karnaugh ile sadelestirme igleminde de kanonik miniterimlerin toplami
formuyla ugrastigimiz icin F' fonksiyonunda m, = xy’z’ seklinde bir miniterimin
varhgt ashinda x = 1, y = 0, z = 0 giris kombinasyonu i¢in F' fonksiyonu 1 olur
demekle ayni geydir. Buna uygun olarak, yukaridaki Karnaugh haritasinda xy'z’" te-
rimine karsilik gelen hiicreye 1 yazmamiz hem F fonksiyonunun zy'z’ miniterimine

b}



Yan yana siitun
etiketlerinde sadece bir
degisken farkl olmasi
gerektigi i¢in tabloyu
giris degeri cinsinden
yazdigimizda yan yana
stitun etiketleri arasinda
sadece bir bitin farkh
olmasi gerekir. Bu
nedenle 01 stitununun
sagimdaki stitun 11
olmalidir. 01’den sonra
10 olmast icin iki bit

birden degigmeli!
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gerektigini ifade eder. Bu bakimdan, yukaridaki Karnaugh haritasim giris degerleri
kombinasyonlarina gore asagidaki gibi de ifade edebiliriz:

z
Y 00 01 11 10

Bu Karnaugh haritas1 yukaridakiyle tamamen aynidir. Sadece artik F' fonksiyonu
xy'z’ miniterimi igerir demek yerine, dogrudan F' fonksiyonu z = 1, y = 0, z =
0 giris kombinasyonu i¢in 1 olur diyoruz. Bu andan itibaren ikinci gosterim tipini
kullanacagiz.

Simdi Karnaugh haritasi ile Esitlik [I]i sadelegtirme iglemimize yeni tablomuz ile
devam edelim. Tablodan goérdigiimiiz iizere my ile ms; ms ile my; my ile mg; mg
ile my E| terimleri yan yanadir. Karnaugh haritasinin siitun etiketlerinin se¢imi bu
yan yana terimlerde sadece tek bir degiskenin farkli olmasini garanti altina alir. Bu
sayede, yan yana terimleri se¢ip farklilik gosteren terimi silersek agagidaki gibi bir
sadelestirmenin olacagini anlariz:

2y +ay oy oy =y oy =2x

Karnaugh haritas1 bu sadelestirmeyi aninda goérebilmemizi saglar. Tabloda yan yana
1 degerlerini veren x,y, z degerlerini agsagidaki gibi alt alta yazalim:

xyz | Miniterim Kargilig:
100 my
101 ms
111 my
110 meg

Buradan my4 4+ ms sonucunu bulmak igin 100 ile 101 arasinda z degerinin farklilik
gosterdigini gortir ve bu degigkeni elimine edersek kalan 10 degeri xy’ seklinde
sadelegtirme sonucu olacaktir (yukaridaki zy'z'+xy' = iglemi). Benzer gekilde, m;+mg
sonucu ic¢in 111 ile 110 arasinda degisiklik gosteren degeri elimine edip 11__ yani zy
degerini buluruz (yukaridaki xy- + zy-’ iglemi). Bu eldeki 10 ve 11__ degerleri de
tek bir deger icin farkhilik gosterdiginden (y degeri), yine bu degeri elimine edersek
elimizde x degiskenine ait 1 degeri kalir ki bu da m4+ms+m;+mg = x anlamina
gelir.

Img ile my fiziken yan yana olmasa da yukarida acikladigimiz iizere biz yan yana kabul ediyoruz.
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Bu sonuca ulagirken my ile ms ve my ile mg terimlerinin yan yana olma 6zelli-
gini kullandik. Ayni sonuca my ile mg ve my ile m; terimlerinin yan yana olma
durumunu kullanarak da ulasabiliriz. Buna gore, my4 + mg igleminin sonucunu
bulmak i¢in 100 ile 110 arasinda degisiklik gosteren y terimini elimine ederek
1_0 yani xz’ degerini buluruz. Benzer gekilde, ms + my sonucu igin 101 ile
111 arasinda farklhilik gosteren y terimini elimine ederek 1 1 yani xz degerini
buluruz. Elde ettigimiz bu iki degerin VEYA’sin1 almak i¢in 1_0 ile 1_1 ara-
sindaki degisiklik gosteren z terimini elimine ederek 1 sonucunu buluruz ki
bu da my4 + mg + ms + m; = r anlamina gelir.

Karnaugh haritasim1 kullanarak sadelestirmeyi miniterimleri iki iki se¢ip yapmak ye-
rine 4 terimi birden secerek de yapabiliriz. Bu se¢imi tabloda agagidaki gibi gosteririz:

z
Y 00 01 11 10

Bu se¢imde (yukarida goérmis oldugumuz tizere) degigen terimlerin elimine edile-
cegini bildigimizden, se¢ime karsilik gelen z,vy, 2 degerlerine baktigimizda sadece z
degerinin degismeyip sabit kaldigini goriirtiz:

rYz
00
01
11
10

Burada degisen degerler, yan yana terimlerde farklilik gosteren terimlere karsilik
gelmektedir. Bu nedenle, bu farklilik gosteren degerleri sileriz ve sabit kalan x degeri
1 oldugu i¢in sonug F' = zx olarak buluruz. (Eger sabit kalan x teriminin degeri 0
olsaydi bu sefer sonu¢ F' = 2’ olurdu). Iste Karnaugh haritasmda bu sekilde sectigimiz
yan yana veya iist liste terimlerde degisiklik gosteren degerleri elimine ederek
sadelestirme sonucuna hizlica ulagiriz.
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Karnaugh haritasinda degismeyen degerleri bulmak icin eldeki tiim degerleri
alt alta

TYZ
00
01
11
10

seklinde siralamamiz gerekmez. Karnaugh haritasinda bunu gérmek kolaydir.
Once satira bakarak degismeyen degerler alinir: Yukaridaki érnek icin satirda
x = 1 degeri sabittir. Daha sonra siitun etiketlerine bakarak degigsmeyen de-
gerleri aliriz: Yukaridaki ornekte stitun etiketlerine baktigimizda hem y hem
de z degistigi i¢in (00, 01, 11, 10) ikisi de elimine edilir. Sonug olarak elimizde
x kalir ki bu sadelestirme sonucudur.

sokok

Simdi daha 6nce sadelestirmeyi basaramadigimiz Esitlik ’deki G(x,y,z) =>(1,2,4,7)
fonksiyonunu sadelegtirmeye ¢alisalim. Bu fonksiyon i¢in miniterimleri Karnaugh ha-
ritasina yazdigimizda asagidaki tabloyu elde ederiz:

z
Y 00 01 11 10

0 1 1

Bu tablodan goriildiigii iizere yan yana veya iist iiste gelen bir terim yoktur. Iste
sadelegtirme yapamamamizin nedeni de budur. Ciinkii herhangi iki miniterimi seg-
tigimizde iki degigsken birden farklilik gostermektedir. Mesela, m; ile m4 ' segersek
001 ile 100 terimlerinde hem = hem de z degiskenleri farklilik gostereceginden bun-
lar1 parantez icerisine alip sadelestirmemiz miimkiin degildir. Bu sadece bu terimler
icin degil, Karnaugh haritasindaki tiim diyagonal terimler icin gegerlidir (kontrol
edin). Karnaugh haritasinda tiim diyagonal terimler en az iki degisken igin farklhilik
gostereceginden, Karnaugh haritasinda sadelestirilecek terimler secilirken asla diya-
gonal terimler secilmez. Buna gore, G fonksiyonu daha da sadelestirilemez; mevcut
formuyla en sade halindedir.

Karnaugh haritasinda sadelestirilecek terimlerin se¢iminde takip edilecek kurallar
sonraki kisimda aciklanmaktadir.



1.1 Carpimlarin Toplami Sadelestirmesi 1 KARNAUGH HARITALARI

1.1.1 Karnaugh Haritas1 Kurallar:

1. Karnaugh haritasinda olmayan miniterimler ashnda 0 ile ifade edilir, fakat bu
0 degerlerini kullanmadigimiz i¢in tabloya yazmayiz. Yani daha once Esitlik [1] igin
olugturdugumuz

z
Y 00 01 11 10

Karnaugh haritas1 ashinda asagidaki gibidir:

z
Y 00 01 11 10

0 0 0 0 0

1 1 1 1 1

Gergekten de bu 0 degerlerine karsilik gelen giris kombinasyonlari i¢in F' fonksiyonu
da 0 olur. Ciinkii fonksiyonun bir miniterimi igermemesi, o miniterime karsilik gelen
giris kombinasyonunda fonksiyonun 0 olmasi1 anlamina gelir.

Eger Karnaugh haritasinda 0’lar1 da doldurduysaniz, se¢iminiz kesinlikle 0 icermeme-
lidir. Yoksa olmayan bir terimi kullanarak sadelestirme yapmis olursunuz. Ornegin,
asagidaki secim hatahdir:

z
Y 0o 01 11 10

0 0 0 0 0
m HATALI!

1 L}J 1 1 1

Kkk

2. Se¢imin igerdigi terim sayisi 2'nin bir tissii olmal (2! = 2, 22 = 4, 23 = 8, vb.).
Cunki yukanda Esitlik [I]i sadelestirirken gormiig oldugumuz tizere 2’den fazla terimi
secip sadelestirme yaparken aslinda terimleri iki iki secip sadelegtirdikten sonra kalan
sonuclar1 tekrar iki iki gruplayarak paranteze alma iglemiyle sadelestiriyoruz. Mesela,
ii¢ terimin secildigi asagidaki Karnaugh haritas: sadelegtirmesi yanligtar:

9
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z
Y 00 01 11 10

HATALI!

Kk

3. Secimler iist Uste veya alt alta olmali. Diyagonal se¢cimler sadelestirilemez.
Bunun nedenini yukarida agiklamigtik.

sokok

4. Secgimler olabildigince biiyiik olmali. Yoksa sadelegtirmeler dogru olur fakat olasi
diger sadelestirmeleri kaciririz. Neticede elde edilen sonug fonksiyonun en sade hali
olmaz. Ornek olarak asagidaki secimi inceleyelim:

z
Y 0o 01 11 10

EKSIK!

R
1 an

Ustteki secim icin satirda z = 0 degeri sabitken siitunda y = 1 degeri sabittir.
Dolayisiyla, tistteki sadelestirme 'y degerini verir. Alttaki sadelestirme icin, satirda
x = 1 sabitken siitunda yine y = 1 sabit oldugundan sadelestirme zy olur. Buna
gore, sadelestirme sonucu olarak

F=2y+uzy

buluruz. Fakat, rahatlikla gorebileceginiz tizere yukaridaki ifadelerde sadece x degis-
keni farklhilik gosterdiginden bunlar F' = 2’y 4+ xy = y seklinde daha da sadelegebilir.
Iste bu tiir olas1 sadelestirmeleri kacirmamak adina secimler asagidaki gibi miimkiin
oldugunca biiyiik olmalidir:

z
Y 00 01 11 10

o[ [mim
R

10
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Bu sec¢im ig¢in baktigimizda satirda = degistigi icin elimine edilir. Stitunda ise y = 1
degeri sabit kaldigindan sonug olarak

F=y
buluruz.

Kk

5. Secimler kesigebilir. Ornegin, agagidaki gibi iki secim gecerlidir:

z
Y 00 01 11 10

F
G

Bu iki se¢im F' = y'z + zz sonucunu verir: Dikey sec¢im igin satirdaki = elenir;
situnda y = 0 ve z = 1 sabit kaldigindan sonug 'z olur. Yatay se¢im i¢in satirda
x = 1 sabitken, siitunda z = 1 sabit oldugundan sonu¢ xz olur. Sadelestirme ise bu
iki sonucun VEYA’sidir.

Bu sec¢imin neden dogru oldugunu goérmek igin terimleri agik agik yazarak Boole
kurallar1 ile hesaplama yapalim:

F=2a2yz+zyz+zyz
=y'z + ayz

2(y + zy)

=z[(y' + 2)(y' +y)]

yvz+az

Goriildugii tzere yukaridaki Karnaugh sadelestirmesi ile Boole cebri ile sadelegtirme
ayni sonucu vermektedir. Diger kesisim iceren secimler de yukaridaki gibi ispatlana-
bilir. Temel prensip aynidir.

sokok

6. Tablolarda en soldaki ve en sagdaki siitunlar yan yanaymig gibi degerlendirilir-
ken, en tistteki ve en alttaki satirlar da tist iisteymis gibi degerlendirilir. Buna gore,
asagidaki secim olasi en biiyiik se¢im olmadigl i¢in en sade sonucu vermeyecektir:
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z
Y 00 01 11 10

(1) @ @ EKSIK!

En soldaki ve en sagdaki satirlar da aslinda yan yana oldugu igin, olasi en biiyiik
secim iki tane iki terimli secim yerine asagidaki gibi tek bir dort terimli se¢imdir:

00 01 11 10

o =
[ 1]

En tstteki ve en alttaki satirlar da benzer gekilde tist tisteymis gibi degerlendirilir.
Bunu dort degiskenli Karnaugh haritalarini olugturdugumuzda kullanacagiz.

Kk

7. Fonksiyonun en sade hali egsiz degildir; birden fazla sekilde ifade edilebilir. Ba-
zen Karnaugh haritasinda yapacaginiz farkli se¢imler farkhi sonuglar elde etmenizi
saglayabilir. Eger yapmig oldugunuz se¢imler yukaridaki kurallara uyduysa, elde edi-
lecek farkli se¢imlerin hepsi de dogru olacak ve hepsi de o fonksiyonun en sade hali
olacaktur.

Ornek olarak F(z,y,z) = >(1,2,5,6,7) fonksiyonunu ele alahm. Karnaugh harita-
sinda sadelegtirmeyi agagidaki se¢imleri yaparak bulabiliriz:

Yz
Y 00 01 11 10

Hie
SGim]E

Bu secimler igin sadelegtirme F' = 32+ xz+y2’ ifadesini verecektir. Fakat, agagidaki
se¢cim de yukaridaki kurallara gore uygun bir se¢imdir:

12
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ist tste!
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Yz

v 00 01 11 10
1@ m
=

Bu se¢im ise F' = y'z + xy + yz’ sadelegtirmesini verir. Gérdiigiiniiz tizere, yataydaki
olasi iki farkl se¢im iki farkli sonug vermektedir. Her iki sonu¢ da dogru olup, her
iki sonug¢ da orijinal fonksiyonun en sade halidir.

kK%

8. Satir ve siitun etiketleri alt alta veya yan yana sadece tek bir deger farkl olacak
sekilde secilmelidir demistik. Bu nedenle, tiim o6rneklerimizde siitun etiketi olarak
sirasiyla 00, 01, 11, 10 degerlerini kullandik. Fakat, etiketlerin 0’dan veya 00’dan
baglamasi sart degildir. Etiketlemeye istedigimiz degerden baglayabiliriz. Sadece yan
yana veya iist iiste etiketlerde iki veya daha fazla deger farkl olmamali. Ornek olarak
asagidaki tablo gecerli bir Karnaugh haritasidir:

yz
10 00 01 11
xr
1 me | Mg | M5 | M7
0 Mmoo | Mg | T | M3

Gordiigiiniiz iizere yukaridaki Karnaugh haritasinda yan yana siitunlarda sadece tek
bir deger farklidir: 10, 00 gibi. Eger yan yana stitunlarda iki degeri birden farklilik
gosteren etiketleriniz varsa o tablo gecerli bir Karnaugh haritasi olmaz. Ornegin, asa-
gidaki tabloda 00 siitunundan hemen sonra 11 siitunu gelmektedir. iki deger birden
degistiginden bu gecerli bir Karnaugh haritasi olamaz:

Y 10 00 11 01

HATALI!

Karnaugh tablolarinda etiket olarak 00, 01, 11, 10 sirasin1 stirekli kullanirsaniz
hem standart bir tablo kullanmig olursunuz hem de pratik yaptikca tablolar:
hizli bir gekilde doldurursunuz.

Kk
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9. Eger verilen bir fonksiyon i¢in terimlerden biri miniterim degilse, tabloda o terimin
degigkenlerini igeren tiim hiicrelere 1 yazilir. Bunu bir 6rnekle agiklamakta fayda var:
F(z,y,z) = 2'+zy +xyz olsun. zyz’ miniterimine kargilik gelen giris kombinasyonu
(110)9’dir. Bunu Karnaugh tablosuna agsagidaki gibi rahatlikla koyabiliriz.

z
Y 00 01 11 10

a2’ ve xy’ terimleri ise miniterim olmadigindan bunlari tabloya koyarken miniterime
¢evirmemiz lazim. Bir 6nceki ders notundan hatirlarsaniz bunu ¢’ + y gibi etkisiz
elemanlarla VE iglemi alarak yapiyorduk. Mesela xy’ ifadesini miniterimler cinsinden
ifade etmek icin zy’ = zy/(z + 2') = xy/'z + xy'2’ iglemini yapariz. Gordugiiniiz tizere
xy' terimi xy’ ile baglayan tiim miniterimlerin VEYA’s1 alinarak elde edilir. Buna
gore, xy' ifadesini Karnaugh haritasina gegirmek icin yukaridaki iglemi yapmak yerine
hizlica tabloda x = 1 ve y = 0 igeren tiim yerlere 1 yazabiliriz:

z
Y 00 01 11 10

Benzer gekilde 2’ terimini miniterime ¢evirmek i¢in 6nce (y+v') ile garpmamiz; daha
sonra da elde ettigimiz terimlere z eklemek i¢in tiim bu yeni terimleri (z+2’) ile garp-
mamiz gerekecektir. Bu uzun iglemlerin sonunda 2’ ile baglayan tiim miniterimleri
elde edecegimizden, islem yapmak yerine hizlica tabloda = = 0 iceren tiim hiicreleri
1 yapmamiz daha kolay olacaktir (yani z = 0 satiriin tiimiini 1 yapariz):

z
Y 00 01 11 10

0 1 1 1 1

1 1 1 1

Miniterim digindaki terimler Karnaugh haritasina igte bu sekilde kolaylikla eklene-
bilirler.

14
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Kokok

Sonraki kisimlarda farkli degigsken sayilari igin farkli Karnaugh haritalarinin nasil
olugturulup kullanilacagini inceleyecegiz.

1.1.2 Iki Degiskenli Fonksiyonlar

Ik 6nce denklemi acikca verilen bir fonksiyonun sadelestirmesini Karnaugh haritas
kullanarak yapalim:

Ornek 1.1:

F(z,y) = 2’y + zy' + xy fonksiyonunu Karnaugh haritas: ile sadelestiriniz.

Miniterimlere kargihk gelen girig degerleri su sekildedir: z'y — (01)q, 2y’ —
(10)3 ve 2y — (11)o. Bunlar1 kullanarak tabloyu olusturur ve agagidaki gibi bir
secim yapariz:

y
NG
0 (1]
1|2 [[a

Yatay se¢im i¢in x = 1 sabit kaldig1 i¢in bu se¢im x degerini verir. Dikey se¢im
icin y = 1 sabit kaldigindan bu se¢im y degerini verir. Sadelegtirme sonucu bu
iki segimin VEYA’s1 yani F(z,y) = x + y olur.

Bir onceki notlardan hatirlayacagimiz tizere yukaridaki ornek ayni zamanda
F(z,y) =>(1,2,3) fonsiyonunu Karnaugh ile sadelestiriniz demekle aymidir.

Simdi dogruluk tablosu verilen bir fonksiyonu sadelestirelim:

Ornek 1.2:

Asagida dogruluk tablosu verilen fonksiyonu Karnaugh haritas ile sadelegtirin.

15
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z y | F
0 0] 1
0O 1|0
1 0] 1
1 110

Fonksiyonun 1 oldugu degerleri tabloya dogrudan yazariz. Daha sonra tist tiste
gelen 1 degerlerini agagidaki gibi segeriz:

A
[

Sadece siitunda y = 0 degeri sabit kaldig: i¢in sadelestirme sonucu F(z,y) = ¢/
olur. (Bu sonucu Karnaugh haritasi kullanmadan dogrudan dogruluk tablosu
tizerinde de gorebilirdiniz. )

Yine bir 6nceki notlardan hatirlayacaginiz tizere, yukaridaki dogruluk tablosu
F(x,y) = >2(0,2) fonsiyonununa kargilik gelmektedir.

1.1.3 Ug Degiskenli Fonksiyonlar

Yukarida giris yaparken Karnaugh haritalarini ii¢ degiskenli fonksiyonlar igin kur-
mugtuk zaten. Dolayisiyla bu tiir tablolarin nasil kurulacagini biliyorsunuz. Simdi
birkag 6rnek yapalim:

Ornek 1.3:
F(z,y,2) =3.(3,4,6,7) fonksiyonunu Karnaugh haritas: ile sadelegtirin.

Bir onceki ders notunda anlatmig oldugumuz tizere miniterimlere karsihik ge-
len girig degerleri su dontigiimle bulunur: 3 = (011)y, 4 = (100), 6 = (110),,
7 = (111),. Fonksiyon bu giris kombinasyonlar1 i¢in 1 olmahdir. Buna gore
Karnaugh haritasini agagidaki gibi doldururuz:

16
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Yz

T 00 01 11 10

1]
D W@

Karnaugh haritasinda yukaridaki gibi iki se¢im yaparak tiim 1 degerlerini kul-
lanmis oluruz. Yatay secimde z = 1 ve z = 0 sabit kaldigindan bu se¢imin
sonucu zz’ olur. Dikey secimde ise y = 1 ve z = 1 sabit kaldigindan bu se¢imin
sonucu yz olur. Dolayisiyla, sadelegtirme sonucu F'(z,y) = xz’ + yz olarak elde
edilir.

Ornek 1.4:

Io A

F(z,y,2) =2'y2 + 2'y'z + 2'yz + xy'2 + xy'z + xyz fonksiyonunu Karnaugh
haritasy kullanarak sadelestiriniz.

Miniterimlere kargilik gelen giris kombinasyonlari: z'y'z" — (000)y, z'y'z —
(001)q, 2'yz" — (010)2, xy'z" — (100)2, zy'z — (101)2, xyz — (111),. Bunlarn
asagidaki gibi tabloya koyariz:

Yz
x

o (| [

1 (1] 1)

00 01 11 10

Bu tabloda yukaridaki gibi ii¢ se¢imle tiim 1 ifadelerini gruplamig oluruz. Dort
terimli se¢im icin siitunda sadece y = 0 sabit kaldigindan sonu¢ ¢’ olur. Orta-
daki yatay se¢imde ise x = 1 ve z = 1 sabit kaldigindan sonu¢ xz olur. Son
olarak, en sol ug ile en sag uctaki terimleri igeren se¢im i¢in x = 0 ve z = 0
degerleri sabit kaldigindan, bu se¢im sonucu 2’2" olur. Dolayisiyla, sadelegtirme
sonucu F(z,y,2) =y + xz + 2’2 olmaldir.

1.1.4 Dort Degiskenli Fonksiyonlar

Dort degiskenli fonksiyonlar i¢in Karnaugh haritas: asagidaki gibi kurulur:
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A

2y 00 01 11 10
00 | Mo | My | M3 | M2
01 my | M5 | M7 | Mg
11 | M2 | Mag | M5 | Mg
10 | mg | Mg | M11 | Mo

Artik satirlar da iki degigkenle ifade edilir ve satirlarin etiketleri de yine alt alta
sadece bir degerin farkl oldugu 00, 01, 10, 11 sirasindadir. Bunun diginda, artik en
tistteki ve en alttaki satirlar1 da st iisteymis gibi kabul ederiz. Bunu F(z,y, z, w) =
>(1,3,9,11) ornegiyle gosterelim. Bu ornek i¢in Karnaugh haritasi agagidaki gibi

olur:

ATy

zy 00 01 11 10
00 1 1
01
11
10 1 1

Eger agsagidaki gibi iki farkh se¢im yaparsak sadelegtirmemiz F'(z,y, z,w) = 2'y'w +

xy'w seklinde eksik olacaktr:

Ay

Ty

00

01

11

10

00

B

01

11

10

1]

1]

Olasi en biiyiik se¢imi bulmak icin en tistteki ve en alttaki satirlarin da tist tisteymis
gibi kabul edildigini unutmamamiz lazim. Bunun nedeni, en iist satir ve en alt satira
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ait ayni siitundaki hiicrelere baktiginizda bu hiicrelerin degerlerinin sadece bir degis-
ken igin farkli olmasidir (kontrol edin). Dolayisiyla, bu hiicreleri de paranteze alma
islemi ile kolayca sadelegtirebiliriz. Buna gore, verilen fonksiyon i¢in olasi en biiyiik
secim agagidaki gibi olacaktir:

zZw
oy 00 01 11 10

o |G

01

11

o[

Bu se¢imde satirlara baktigimizda y = 0 degerinin; siitunlara baktigimizda da w =1
degerinin sabit kaldigini gortiriiz. Buna gore, sadelestirme sonucu F(z,y, z, w) = y'w
olmalidir.

Hem en iist ve en alt, hem de en sol ve en sag satir ve siitunlarin birbiriyle yan yana ve
iist liste olmasi bir bagka ilging baglantiy1 da ortaya ¢ikarir: Bu Karnaugh haritasinda
koselerdeki hiicreler de birbirleriyle alt alta ve tst tste iligkili oldugundan, bunlar
dortli tek bir se¢im olarak agagidaki gibi kullanabiliriz:

2w
Y 00 01 11 10

o3 T &

01

11

ol | m

Bu iligkiyi gorebilmek icin mq hiicresinin hem ms ile yan yana, hem de myg ile tist
iiste oldugunu fark etmek gerekir. Diger koge terimlerde de benzer iligki oldugundan,
kosedeki terimler agagidaki gibi bir tablo olugtururlar:

miyo | Mg

ma | Ty

Bahsedilen bu farkliliklar diginda, dort degiskenli Karnaugh haritasi sadelestirme is-
lemleri ve hiicrelerin doldurulmasi acgisindan iki ve li¢ degiskenli haritalarla tamamen
aynidir.
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Ornek 1.5:

F(z,y,z,w) = 2'w' 4+ zy/'w + 2'2'w + 2'2w fonksiyonunu Karnaugh haritas ile
sadelestirin.

Karnaugh haritas: Bolim 9. kurala gore doldurulur. Yani /v’ (z = 0, w =
0) igeren tiim hiicreler lyapilir. Diger tiim terimlerde de ayni yol izlendiginde
asagidaki tablo elde edilir:

ZW
zy 00 01 11 10

00 |1 1 1 1

01 || 1 1 1 1

11

ol [

Bu tabloda 4 koge hiicre ve yukar: yaridaki 8 hiicre iki ayri grup olarak secilir.
Kose hiicrelerde satirda y = 0 sabit kalirken, stitunda w = 0 sabit kalir. Dola-
yisiyla, koselerin sadelegtirilmesi y'w’ terimini verir. Diger secimde ise satirda
x = 0 sabit kalirken siitunda sabit kalan terim yoktur. Yani, bu se¢cimin sonucu
o’ terimidir. Buna gore, sadelegtirme igleminin sonucu F'(z,y, z, w) = 2’ + y'w’
olmahdir.

1.1.5 Bes Degiskenli Fonksiyonlar

Beg degiskenli fonksiyonlar icin iki tane dort degiskenli Karnaugh haritas: kullanilir.
Bu haritalardan biri degiskenlerden bir tanesinin 0 oldugu durumu temsil ederken,
digeri ayn1 degiskenin 1 oldugu durumu temsil eder. Sadelestirme yaparken bu iki
haritanin st iiste oldugunu varsayariz.

Ornegin elimizde F (a,b,c,d, e) seklinde bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyon i¢in a = 0
ve a = 1 olmak iizere agagidaki gibi iki tane dort degigkenli tablo olugturulur:
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de de
00 01 11 10 00 01 11 10
00
0| @ @
be .
10
a=0 a=

Bu iki tablo iist tiste oldugu i¢in yukarida gortinen my ile mo; hiicreleri secilerek sa-
delegtirme yapilabilir. Tekmis gibi goriinen bu segimler aslinda (abede); = (00101)
ve (abcde)y = (10101) seklinde iist iiste iki hiicreden olugsmaktadir. Bu iki hiicre
arasinda a degigkeni farklilik gosterdigi icin elimine edilir ve (bede)s = (0101) oldu-
gundan sadelestirme sonucu b'cd’e terimi olur.

Bes degiskenli Karnaugh haritalarini sadelestirirken hem iki tablo arasindaki ortak-
liklar segilmeli, hem de tablolarin kendi i¢lerindeki se¢imler halledilmelidir. Toplamda
25 = 32 miniterimle ugragtigimiz icin isler biraz daha karmagiklasir.

Ornek 1.6:

F(a,b,c,d,e) =%(0,1,2,3,4,8,12,14, 15,16, 17, 18, 19, 21, 29, 30, 31) fonksiyo-
nunu Karnaugh haritasi kullanarak sadelestiriniz.

Miniterimleri tabloda yerlerine yerlestirdigimizde agagidaki Karnaugh harita-
larini elde ederiz:

de de
00 01 11 10 00 01 11 10
oo (1] 2] 1| 1) (1] 1]1] 1)
01 ||1 m
“ul1| @@ Bl
10 || 1
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Oncelikle her iki tabloda ortak olan terimleri secelim. Sekilden de gorebilecegi-
niz tizere her iki tablonun en tistteki satirlar1 ortaktir. Bunlar: 8’li grup olarak
seceriz. Bu secimde a, d ve e degiskenleri sabit kalmadig: i¢in elenir. Satirda
b =0 ve ¢ = 0 degeri sabit kaldigindan se¢im b'¢’ degerini verir.

Bunun diginda, (bede)s = (1111)5 ile (bede)s = (1110)9 terimleri her iki tabloda
da ortaktir. Bu degerleri her iki tabloda da sectigimizde toplam 4 hiicrelik bir
se¢imimiz olur. a degistigi icin hemen eleriz. Geri kalan degiskenlerde ise sadece
e degistigi i¢in onu eleriz ve elimizde (bed)s = (111)9 kalir. Bu ise bed terimidir.
Her iki tabloda ortak olan bagka hiicreler yoktur. Dolayisiyla, artik a degiskenini
eleyemeyiz. a = 0 tablosuna baktigimizda en soldaki siitunu hi¢ se¢cmedigimiz
i¢in onu seceriz. Bu segimde a = 0, d = 0 ve e = 0 sabit kaldig1 i¢in se¢im a'd’e’
sonucunu verir.

a = 1 tablosuna baktigimizda ise, (abcde)y = (10101)5 ve (abede)s = (11101)y
hiicrelerinin secilmedigini goriirtiz. Bu iki hiicreyi secersek farklilik gosteren b
degiskeni elimine edilir ve acd’e terimini elde ederiz.

Elde ettigimiz tiim sadelestirmeleri birlegtirirsek F'(a,b,c,d,e) = b'c + bed +
a'd'e’ + acd'e sonucuna ulagiriz.

1.1.6 Alt1 Degiskenli Fonksiyonlar

Alt1 degiskenli fonksiyonlar i¢in dort tane dort degigskenli Karnaugh haritasi kulla-
niriz. Bu dért tablo F(a,b,c,d, e, f) seklindeki bir fonksiyon i¢in ab degiskenlerinin
alabilecegi 4 tane 00, 01, 11 ve 10 degerlerine karsilik gelir. Tabi bunlar1 da tst tistey-
mig gibi kabul ederiz. Sirasiyla ab = 00 tablosu ab = 01 tablosunun altinda; ab = 01
tablosu ise ab = 11 tablosunun altinda; ab = 11 tablosu ise ab = 10 tablosunun
altinda; son olarak da ab = 10 tablosu ab = 00 tablosunun altinda kabul edilir. Bu
nedenle tablolar1 agsagidaki diizende siralariz:

ab=00 <= ab=01

0 0

ab=10 <«— ab=11

Yukarida oklar iist liste olma durumunu ifade eder. Dikkat ederseniz iist iiste tablo-
larda da a ve b degerlerinden yalnizca biri degisiklik gosteriyor. Tahmin edebileceginiz
iizere bunu degisen degiskeni paranteze alip elimine etmek icin bu gekilde segiyoruz.
Buna gore, tablolarin kendi iclerinde se¢im yapip sadelestirme yaptigimiz gibi, yu-
karidaki gibi dizilmis tist liste olan ab tablolar1 arasinda da ortak gruplar secerek
sadelegtirme yapmamiz lazim (mesela iist tiste olan ab = 01 ile ab = 11 tablolarimin
ortak hiicreleri tipk: 5 degiskenli haritalarda yaptigimiz gibi secilmelidir. Bunu diger
tist iiste olma durumlar i¢in de tekrarlariz).
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6 degisken icin toplam 2° = 64 miniterimle ugrasmaniz gerekmektedir. Daha
yiiksek sayidaki terimleri (27 = 128 ve sonrasi) elle sadelestirmek miimkiin
olmadigindan, bu sayida degiskenin oldugu tasarimlarda bilgisayar programlari
kullanmak zorunluluk halini alir.

Ornek 1.7:

F(a,bc,d,e, f) = 3(5,7,8,9,10,11,13,15,21,23,29, 31,37, 39, 40, 41,
42,43, 45, 47,48, 50,53, 55, 61, 63)

fonksiyonunu Karnaugh haritast kullanarak sadelestirin.

Miniterimleri yerlerine koydugumuzda agagidaki tablolar elde ederiz (tablola-
rin sirasinin yukarida bahsettigimiz iist iiste olma formatinda olduguna dikkat

edin):

ef ef
00 01 11 10 00 01 11 10

00

01

.|
o

11

B
N N

10 | (1

00 [ (]
Lo EE ]
o[ [ R

w (a1 ]1]1]

ab= 10 ab=11

Tablolardan gorildiigi tizere sadece ii¢ tane se¢im yapmamiz yeterlidir. Tab-
lolarin tam ortasindaki dortlii grup tiim tablolarda ortak oldugundan 6nce bu
dortli gruplar tiim tablolar1 da igin i¢ine katarak seceriz. Yukarida gordiigii-
niz iizere bu se¢im 4 x 4 = 16 hiicre igerir. Tim 4 tablo da secildigi icin a
ve b degerlerinin ikisi de bu se¢imde degisiklik gosterir. Dolayisiyla, oncelikle
bu degigkenleri eleriz. Ardindan bu se¢im igin satirda d = 1 degerinin sabit
siitundaysa f = 1 degerinin sabit oldugunu goriiriiz. Buna gore bu se¢im df
degerini verir.

Tim tablolar i¢in ortak olan bagka terimler yoktur. Bu nedenle, tist iiste ikili
tablolar arasinda ortak hiicreler var mi diye bakariz. Buna gore, ab = 00 ile
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ab = 10 tablolarinin en alt satirlarinin ortak oldugunu goririiz. Bu hiicreleri
yukaridaki gibi sectigimizde, ab degerlerinden b = 0 degerinin sabit kaldigin
goriiriiriiz (a elenir). Sonra satira baktigimizda cd = 10 degerinin sabit kaldigin
fark ederiz. Stitunda ise sabit kalan bir degisken yoktur. Boylece, bu se¢im bize
b'ed terimini verir.

Son olarak herhangi bir secim icerisine almadigimiz ab = 11 tablosunun en st
satirinin kogelerindeki hiicreleri seceriz. Bu iki kose degeri yan yana oldugu icin
segime iki hiicre de katilir. Bu segimde ab = 11 sabittir (¢inkii bu hiicrelerin
ab = 10 veya ab = 01 tablolariyla bir ortakligi yoktur). Satirda ise ¢d = 00
sabitken, siitunda f = 0 sabittir. Bu da bize abdd’ f’ terimini verir.

Buldugumuz tiim terimlerin VEYA’sin1 alirsak F'(a, b, c,d e, f) = df + bed +
abdd' ' sadelestirmesini elde ederiz.

1.2 Toplamlarin Carpimi Sadelestirmesi

Bir 6nceki kisimda carpimlarin toplami seklinde verilmis ifadelerin kanonik mini-
terimlerin toplami formunda ifade edilip Karnaugh haritalariyla sadelestirilmesini
gordiik. Bu kisimda ise toplamlarin ¢arpimi formunda verilmis ifadelerin Karnaugh
haritalariyla sadelegtirilmesini gorecegiz.

Bir 6nceki kisimda gérmiis oldugumuz tizere, Karnaugh haritalarinin caligabilmesini
saglayan temel Ozellik secilen iki miniterimde farklilik gosteren tek bir degisken varsa,
o degiskenin VEYA iglemi ile elimine edilebilmesiydi. Simdi bu 6zelligin maksiterimler
icin de gecerli olup olmadigini gormek icin sadece bir terimi farklihk gosteren iki
maksiterimin VE iglemini alalim:

(x+y) +2)((x+y) +2)

c+y)+ (e +y) +z(x+y) + 27
r+y ) (142 +2)
r+y

)

(z+y +2)(z+y +7)=

(
= (
= (
= (

Gortldiigi tizere sadece tek bir degiskeni farklilik gosteren iki maksiterimin VE is-
lemi alindiginda farklilik gosteren degisken elimine edilmektedir. Buna gore Karna-
ugh haritalarin1 toplamlarin ¢arpimi geklinde verilen ifadeleri sadelestirmek igin de
kullanabiliriz. Yine tablolar: yan yana ve tst lste gelen terimler arasinda sadece bir
degisken farkli olacak sekilde olustururuz, fakat bu sefer tablonun hiicreleri minite-
rimleri degil maksiterimleri ifade eder:
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» oo 01 11 10
00 | My | My | My | M,
01 | My | My | My | Mg
11 | My | Mig| Mys | My
10 | Mg | My | My, | My

1 KARNAUGH HARITALARI

Hiicreler artik maksiterimleri ifade ettigi i¢cin Karnaugh haritasina 1 degerlerini degil,
0 degerlerini koymamiz gerekir. Bagka bir deyigle fonksiyonun 0 degerini verdigi
giris degerlerine kargilik gelen yerlere 0 degeri yazariz. Ornek olarak F(z,y,z) =
[1(0,2,4,6) = (z+y+ 2)(x + ¢y + 2)(2' + y + 2) (2’ + ¥ + z) fonksiyonuna karsilik
gelen dogruluk tablosu agagidaki gibi elde edilir:

Yyz

r 00 01 11 10
0 0 0
1 0 0

Maksiterimlere dayali Karnaugh haritalarinin sadelegtirilmesinde de yine ayni kural-
lar uygulanir: Degisiklik gosteren degigkenler elimine edilirken, sabit kalan degisken-
ler alinir. Buna gore, yukaridaki tablonun sadelestirilmesi agsagidaki gibi olacaktir:

Yz
NCT00 01 1110
0] o0 0|
1 o) o |

Bu se¢im i¢in satirda x elenir, siitunda ise z = 0 degerinin sabit kaldigi gortliir.
Buna gore, fonksiyonun sadelestirilmis hali F'(z,y, 2) = z olmahdir.

Bir 6nceki ders notunda gormiis oldugumuz tizere F'(z,y,z) = [1(0,2,4,6) ifadesi
carpimlarin toplami cinsinden F(z,y,z) = Y(1,3,5,7) ifadesine egittir. Karnaugh
haritasini bu ifade i¢in kurarsak,
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z
Y 00 01 11 10

an
i

tablosunu elde ederiz ve bu tablo da sonug olarak yine F'(x,y, z) = z ifadesini verir.

Gormiis oldugunuz iizere artik sadelegtirmeleri hem miniterimler hem de mak-
siterimler cinsinden yapabiliyoruz. Bir Karnaugh haritasinda 0 olan degerleri
alirsak maksiterimler cinsinden; 1 olan degerleri alirsak da miniterimler cin-
sinden sadelestirme yapmig oluruz:

Yz

- 00 01 11 10

0 0 1 1 0

1 0 1 1 0

\. J

Ornek 1.8:

F(z,y,2) =T1(0,2,5,7) fonksiyonunu Karnaugh haritasim kullanarak sadeles-
tiriniz.

00 01 11 10

ARG

Tabloyu ve secimleri yukaridaki gibi yapariz. Ustteki secim icin satirda 2 = 0
degeri sabitken, situnda z = 0 degeri sabittir. Bu bize (x + z) terimini verir.
Alttaki se¢im iginse satirda x = 1 sabitken, siitunda z = 1 degeri sabittir. Bu
ise bize (2’ + 2') terimini verir.

Buldugumuz terimlerin VE’sini alirsak sadelestirmeyi F(z,y, z) = (z + 2)(z' +
') seklinde elde ederiz.
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Ornek 1.9:

F(z,y,z,w) =3(0,1,2,3,4,5,7,8,9,10, 11, 12,13, 15) fonksiyonunu Karnaugh
haritast ile sadelestiriniz.

F(z,y,z,w) = [1(6,14) alarak sadelegtirmeyi toplamlarin garpimi cinsinden
daha kolay bir gekilde bulabiliriz. Buna gore Karnaugh haritas: agagidaki gibi
olur:

ZWw
oy 00 01 11 10

00
: o
! n

10

Tabloda se¢im barizdir. Se¢im igin satirda y = 1 sabitken, siitunda z = 1 ve
w = 0 sabittir. Buna gore, sadelegtirme sonucu F(z,y,z,w) = ¢ + 2’ + w
olacaktur.

Eger verilen fonksiyon maksiterim olmayan terimler igeriyorsa, o terimleri mak-
siterime ¢evirmemiz lazim. Ornek olarak, elimizde ii¢ degiskenli bir fonksiyona,
ait x + 3/ terimi olsun. Bu terimde z olmadig1 i¢in maksiterim degildir. Bunu
maksiterime etkisiz eleman ekleyerek asagidaki gibi ¢eviririz:

/

z+y =c+y + 27
=(z+y)+ 27
=@+y+2)@+y+2)

Gorduguniiz tizere x + ¢y’ teriminin maksideger esdegeri, = + ¢ ile baglayan
tiim maksiterimler olur. Benzer sekilde elimizde sadece x terimi olsaydi 6nce
yy', sonra da olusan terimlerin her birine zz" ekleyerek z’in maksiterim formu
olarak z ile baglayan tiim maksiterimleri elde ederdik.

Buna gore, Karnaugh haritasini maksiterimler cinsinden olugturdugumuzda,
verilen bir terim z+%’ gibi maksiterim degilse (uzun uzun iglem yapmak yerine)
tabloda x ve ¢ (x = 0 ve y = 1) igeren tiim hiicrelere 0 yazariz. Ciinkii iglem
yaparsak o maksiterimleri elde edecegimizi biliriz. Benzer sekilde, eger terim
sadece x ise x = 0 igeren tiim hiicrelere 0 yazariz. Bu Boliim 9. Kural'im
toplamlarin carpimi esdegeridir.
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1.3 Fark Etmez Durumlar:

Dijital devre tasarimi yaparken ¢ogu zaman bir giris kombinasyonuna karsi ¢ikigin ne
olacagl bizi ilgilendirmez. Bu deger 0 da olabilir 1 de olabilir. Bu tiir durumlar “fark
etmez” durumu olarak adlandirihr ve dogruluk tablosunda X ile gosterilir. Ornek
olarak asagidaki dogruluk tablosunu inceleyelim:

== = OO O OR
(U T S S G S Gy o B s W Nl
—_ O = O = O = O
MO = O X o~ |

Yukaridaki dogruluk tablosunda (010); = 2, (100); = 4 ve (111)y = 7 girig kombi-
nasyonlar i¢in gikig fark etmez degeri almaktadir. Bu kisaca d(2,4,7) notasyonu ile
gosterilir. Buna gore, yukaridaki fonksiyon F(z,y,z) = >(0,1,5) ve d(2,4,7) sek-
linde ifade edilir. Eger toplamlarin ¢arpimi cinsinden ifade etmek istersek, fonksiyon
F(z,y,z) =TI(3,6) ve d(2,4,7) olarak yazlr.

Fark etmez durumlar1 Karnaugh haritalarinda sadelestirme yapmak i¢in son derece
faydalidir. Yeri geldiginde 1 yeri geldiginde 0 alabildigimiz i¢in Karnaugh haritasina
yazmig oldugumuz bir X degerini bir sadelegtirme grubuna dahil ederek daha fazla
sadelestirme yapabiliriz. Eger X degerleri Karnaugh haritasinda bosgtaysa ve onlara

gerek yoksa, fark etmez durumlarini higbir gruba dahil etmeyip onlar1 kullanmaya-
biliriz de.

Ornek 1.10:

F(z,y,z,w) = >(1,5,8,9) ve d(10,11,12,13,14,15) fonksiyonunu Karnaugh
haritasi ile sadelestirin.

1 ve X degerlerini tabloda kargilik gelen yerlere asagidaki gibi doldururuz:
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ZW
Y 00 01 11 10
00 1
01 1

1) X | X | X | X

10 | 1 1 X | X

Tabloda sadece 1 degerlerini kullanarak se¢im yaparsak fonksiyonu olasi en
sade haliyle ifade edememis oluruz ve daha fazla eleman kullanarak devreyi
kurariz. Miimkiin olan en sade hali elde etmek icin X degerlerini tipki 1'mis
gibi kullaniriz ve asagidaki gibi iki biiyiik se¢im grubu olugtururuz:

W
sy 00 01 11 10
00 (1)
01 1

11‘XXXX1

10‘1 1 XXJ

Dikey secim i¢in z = 0 ve w = 1 sabit kalacagindan z'w terimini elde ede-
riz. Diger secim i¢in sadece x = 1 sabit kalacagindan = terimini elde ederiz.
Baylelikle, en sade sonug olarak F(x,y, z, w) = x + z'w buluruz.
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